STATYSTYCZNA OCENA WYNIKOW ANALIZ
TEST t-STUDENTA

Wartos$ci mierzonej funkcji (Y), ilo$ci substancji oznaczanej (x) lub oznaczanego stezenia (c) tej
substancji przedstawiane sa zwykle w postaci:
a) tabelarycznej
b) wykreséw graficznych
c) rownan funkcji zaleznosci pomiedzy (Y)i(c): Y=aclubY=ac+b
W celu obliczenia wyniku koicowego, nalezy opisac:
- wynik koficowy analizy w postaci Sredniej arytmetycznej z obliczonym przedziatem
ufnosci i okresleniem prawdopodobienistwa, z jakim ten przedziat ufnosci zostat podany
- walidacje metody

Parametry statystyczne opisujace wyniki
Rozktad normalny btedéw pomiarowych

Wartos$ci mierzone - wyniki analiz - podlegajg nieuniknionym odchyleniom przypadkowym.
Prawdopodobienstwo wystepowania wynikdw mniejszych i wiekszych od wartosSci rzeczywistej
(W), jest jednakowe i stanowi rozktad odchylen opisany funkcjq Gaussa, ktorej obrazem jest
krzywa Gaussa (krzywa dzwonowa) przedstawiajgca rozktad normalny btedow
przypadkowych. Jej cecha jest to, ze:
- najwiekszg liczebnos¢ majg wyniki, gdy warto$¢ mierzona (xi) = rzeczywistej (1)
- im bardziej x; r6zni sie od y, tym mniejsza jest liczebno$¢ wynikow
- rozrzut wynikow jest symetryczny, tj. wystepuje jednakowa liczba odchylen dodatnich i

ujemnych
- krzywa ma maksimum przy xi = u, dwa punkty przegiecia przy x; = u * o (odchylenie
standardowe) i po dwéch stronach zbliza sie asymptotycznie do osi odcietych
- tréjkat opisany na krzywej ma podstawe o wierzchotkach w punktach -20i +20

Odchylenie standardowe
Odchylenie standardowe (o) w rozktadzie Gaussa:

- przedstawia btad bezwzgledny dla wyniku x;, ktéremu odpowiada punkt przegiecia na

krzywej
- jest miarg odtwarzalno$ci
- mata warto$¢ tego parametru wskazuje na duza precyzje
Miara ta dotyczy oznaczen, w ktérych liczba powtérzen jest duza (n > 30). Gdy oznaczen jest mniej
niz 30 odchylenie standardowe szacuje sie na podstawie parametru s:

(= %)

n—1

A
I

Strona | 1



Przedzial ufnosci

Wartos$¢ rzeczywista moze by¢ oszacowana na podstawie Sredniej arytmetycznej z pomiaréw.
W tym celu okres$la sie przedziat, w ktérym znajduje sie warto$¢ rzeczywista z zatozonym z gory
prawdopodobienstwem. Przedzial ten nazwano przedziatem ufnosci (L). Prawdopodobienstwo
zalozone (w %), ze warto$¢ rzeczywista znajduje sie w przedziale ufnosci okresla sie mianem
poziomu ufnosci (p). W obliczeniach najczesciej przyjmuje sie warto$¢ poziomu ufnosci 0,95 i 0,99.
Oznacza to, Ze na 100 wynikéw odpowiednio 95 i 99 znajduje sie w przedziale ufnosci.

Przedziat ufnosci wyznacza sie:

- przy duzej liczbie pomiaréw (n>20) z rozktadu normalnego wedtug wzorow:

L=x+196vn dlap =095
L=x+258/n dlap =099

- przy matej liczbie pomiaréw (n<20) z rozktadu Studenta (dotyczy statystycznej oceny matych
grup wynikow), wedtug wzoru:
L=x%xts

t — wspétczynnik z tablicy rozktadu Studenta - zalezny od poziomu ufnosci i liczby pomiaréw; - s

jest odchyleniem standardowym $redniej S = =

Vn

NIEZBEDNE WZORY
Bezwzgledng warto$¢ réznicy pomiedzy wynikiem pomiaru X, a uznang za prawdziwag
wartoS$cig wielko$ci mierzonej -4 nazywa sie btedem bezwzglednym.

Ax = |x — ul
Stosunek btedu bezwzglednego do wartos$ci prawdziwej nazywany jest bledem wzglednym,
ktory jest rowniez czesto wyrazany w %

Ax
o0x =—+-100%
U

Btad wzgledny jest kryterium oceny dokitadnosci wynikoéw. Z uwagi, ze jest on wielkos$cia
bezwymiarowa lub wyrazong w procentach, moze stuzy¢ do poréwnania wynikéw wyrazonych w
réoznych jednostkach. Bardzo czesto nieznana jest warto$¢ przyjmowana za dokitadng (L), stad
zastepuje sie jg wartosciag Sredniej arytmetycznej warto$ci mierzonych.

Btad bezwzgledny i wzgledny przedstawiajg wtedy nastepujgce wzory:
A

Ax = |Xx — x;| oraz 5x=¥x'100%
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Srednia lub $rednia arytmetyczna serii, liczbowo réwna wyrazeniu

L%

n

X =
gdzie
n - jest liczbg przeprowadzonych pomiaréw
Srednia arytmetyczna jest najczesciej stosowanym przyblizeniem wartoéci oznaczanej, gdyz jest
najbardziej prawdopodobne, Ze odchylenie tej wielkosci od wartosci prawdziwej jest najmniejsze,
czyli warto$¢ oznaczana jest najblizsza warto$ci prawdziwej
Odchylenie pojedynczego pomiaru, oznaczane symbolem e, jest to bezwzgledna wartos$¢
réznicy miedzy zmienng x; Srednig X
e =[x; — x|

Mediang nazywa sie wynik srodkowy w przypadku nieparzystej liczby wynikow otrzymany
po uszeregowaniu wynikéow wedtug wzrastajacej wielkosci, albo $rednig arytmetyczng z dwéch
srodkowych wynikéw w przypadku parzystej liczby wynikow
Do oszacowania stopnia rozproszenia wynikéw stosuje sie rozstep lub rozrzut wynikéw (symbol
A). Jest to roznica miedzy najwiekszym i najmniejszym wynikiem skrajnym

A= Xmax — Xmin

Wariancja (V lub s?) z matematycznego punktu widzenia jest najodpowiedniejsza miarg
rozproszenia wynikéw. Jest wielko$cia addytywna, umozliwia wiec oszacowanie wptywu
poszczegblnych czynnikdw czy czynnoSci na rozrzut wynikéw. Jest tez najczeSciej stosowang miarg
precyzji przy poréwnywaniu réznych metod analitycznych.

Wariancja, czyli kwadrat odchylenia standardowego, jest sumg kwadratéw odchylen
poszczegdlnych wynikéw od wartos$ci $redniej podzielona przez ilos¢ pomiaréw minus 1

—\ 2 2

V= =
S n—1 n—1

Odchylenie standardowe pojedynczego pomiaru s, najcze$ciej uzywana miara rozrzutu
wynikéw, jest pierwiastkiem kwadratowym z sumy kwadratéw odchylen miedzy zmiennymi a
$rednig serii, podzielonej przez liczbe zmiennych w serii minus 1

—\ 2 2

n—1 - n—1

Dodatkowag zaletg jest fakt, Ze odchylenie standardowe ma wymiar wielko$ci mierzonej, a wiec np.
g, %, ml itd. Mozna wiec je odnie$¢ do warto$ci Sredniej i otrzyma¢ wzgledne odchylenie
standardowe (sr). Gdy wyrazimy je w procentach, pozwoli na policzenie, jaki procent zmierzonej
wartosci stanowi odchylenie standardowe

-100%

Rl ©
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Pojecie to ulatwia poréwnanie precyzji wynikow otrzymanych ta sama metoda przy roznej
zawartoSci oznaczanego sktadnika

Srednie odchylenie standardowe (= odchylenie standardowe $redniej arytmetycznej) jest
ilorazem odchylenia standardowego i pierwiastka z liczby pomiaréw. Im wiecej wykona sie
pomiaréw, tym warto$¢ sredniego odchylenia standardowego powinna by¢ mniejsze

—\ 2 2

S
\/_ﬁz nn—1)  Jnn-1)

s =

Estymacja przedziatowa

Oczywiscie nigdy nie mamy pewno$ci, czy warto$ci Sredniej arytmetycznej lub mediany
odpowiadaja wartoSci rzeczywistej u. W praktyce po wykonaniu kilku lub kilkunastu pomiaréw jest
mato prawdopodobne, aby $rednia arytmetyczna serii pomiarowej byla dokladnie réowna pu.
Znacznie bezpieczniej jest poda¢ wynik konicowy analizy w postaci przedziatu wartosci, w ktérym
najprawdopodobniej znajduje sie warto$¢ rzeczywista. Taki odpowiednio skonstruowany zakres
nazywa sie przedziatem ufnosci, poniewaz warto$¢ rzeczywista mierzonej wielko$ci zawiera sie w
tym przedziale z pewnym $ciS$le okreSlonym prawdopodobienstwem (ufnoscig). Metody
statystyczne pozwalajgce konstruowac taki przedziat nazywaja estymacjq przedziatowq.

Zrozumiate jest, Ze im wiecej zostanie wykonanych pomiaréw, tym jest bardziej
prawdopodobne, ze p jest zblizone do Sredniej arytmetycznej tej serii pomiarowej. Mozna w
zwigzku z tym stwierdzi¢, ze im wiecej wykonano pomiaréw, tym przedziat ufnoSci moze by¢
mniejszy (w granicznym przypadku, gdy n dazy do nieskoniczonosci, u jest doktadnie rowne ). Z
drugiej jednak strony im wieksza chcemy mie¢ pewnos¢, ze warto$¢ rzeczywista znajdzie sie w
naszym przedziale, tym powinien on by¢ szerszy. Zeby mieé¢ catkowita (100%) pewno$é, ze w
danym przedziale ufnos$ci znajduje sie rzeczywista wartos$¢, teoretycznie powinien rozciggnac sie
on w zakresie (-o0; +00). Najczesciej prawdopodobienstwo, z jakim wyznacza sie przedziaty ufnosci,
wynosi 95, 99 lub 99,7 %.

Prawdopodobienstwo rowne 95% oznacza, ze gdy wykonuje sie 100 analiz dang metodg i
okresla przedziaty ufno$ci z takim prawdopodobienstwem, to 95 wynikow powinno by¢
prawidtowych, a tylko w 5 przypadkach warto$¢ rzeczywista nie znalaziaby sie w tych
przedziatach.

Innymi stowy jeden na dwadzie$cia wynikow bedzie okreslony nieprawidtowo. WartoSci
prawdopodobienistwa réwne 99 i 99,7% oznaczaja, ze odpowiednio jeden na 100 i trzy na 1000
wyznaczonych z takim prawdopodobienstwem przedziatéw ufnosci nie pokrytoby sie z wartoscig
rzeczywista.

Podstawowym czynnikiem majacym wptyw na szeroko$¢ przedziatu ufnosci jest
rozproszenie wynikéw kolejnych pomiaréw. Sposréd wymienionych wyzej miar tego rozproszenia
do obliczania przedziatéw ufnosci najbardziej odpowiednie jest odchylenie standardowe $rednie.

Jezeli liczba pomiaréw n nie przekracza 30 (co w praktyce analitycznej prawie zawsze ma
miejsce), do konstruowania przedzialéw ufnosci stosuje sie dodatkowo specjalne wspétczynniki
zwane wspotczynnikami t-Studenta. W takim przypadku przedzial ten rozcigga sie po obu
stronach wartos$ci Sredniej o wartos¢ odchylenia standardowego Sredniego pomnozonego przez
odpowiedni wspétczynnik
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t: (x—tS; x+t5) =(x £ts)

Zgodnie z powyzszymi rozwazaniami mozna zauwazy¢, ze wspotczynniki te wzrastaja ze wzrostem
prawdopodobienstwa i malejg ze wzrostem liczby pomiaréw. Przy czym, poczawszy od n = 6 - 7
zmiany wspoéiczynnikéw t sg juz bardzo nieznaczne. Nasuwa sie stad wniosek, ze wykonywanie
wiecej niz 5 analiz danej probki jest bezcelowe, poniewaz nieznacznie wptywa na poprawienie
precyzji pomiaru (zmniejszenie przedziatu ufnosci), powoduje za$§ odczuwalne zwiekszenie
kosztow analizy.

Liczba Wartos¢ prawdopodobienstwa
pomiarow (n) | 95% 99% 99,7%
2 12,71 63,64 212,21
3 4,30 9,92 18,22
4 3,18 5,84 8,89

5 2,78 4,60 6,43

6 2,57 4,03 5,38

7 2,45 3,71 4,80

8 2,36 3,50 4,44

9 2,31 3,36 4,20
10 2,26 3,25 4,02
15 2,14 2,98 3,58
20 2,09 2,86 3,40
25 2,06 2,80 3,30
30 2,05 2,76 3,24

Tabela Najczesciej stosowane wartosci wspoétczynnikoéw t-Studenta

Przyktad obrobki statystycznej...
W celu objasnienia i przedstawienia praktycznej obrobki statystycznej rozwazamy
nastepujacy przykitad: wykonano siedmiokrotnie wazenie na wadze analitycznej pewnego

przedmiotu, ktéry przed kazdym badaniem byt suszony w 100 °C. Otrzymano masy w gramach:
0.1639,0.1642, 0.1640, 0.1645, 0.1640, 0.1642, 0.1644

i Xi Odchylenie Kwadrat odchylenia

1 0,1639 -0,000260 6.75-108

2 0,1640 -0,000190 3,60-108

3 0,1640 -0,000190 3,60-108

4 0,1642 -0,000020 3,99 -10-10

5 0,1642 -0,000090 8,09 - 10

6 0,1644 -0,000230 5,28 108

7 0,1645 -0,000300 8,99 -108
1,1492 0,000000 2,91-107
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Na podstawie powyzszej tabeli mozna wyliczy¢ nastepujace wartosci:

Srednia arytmetyczna 0,1642
Mediana 0,1642
Rozrzut 0,000559
Wariancja 485-108
Odchylenie standardowe 0,000220 g

Wzgledne odchylenie standardowe | 0,00134 = 0,134%
Odchylenie standardowe sSrednie 0,0000832 ¢

Mozna juz teraz obliczy¢ przedziaty ufnosci z okreslonym prawdopodobienstwem
t: (X —ts; x+t5) = (x £ t3)

95% — 0,1642 *2,45-0,0000832 =0,1642 + 0,0002g
99% — 0,1642 +3,71-0,0000832 =0,1642 + 0,0003g
99,7% — 0,1642 + 4,80-0,0000832 =0,1642 + 0,0004g

Z najwiekszym prawdopodobienstwem mozna wiec powiedzie¢, ze masa wazonego przedmiotu
miesci sie w przedziale (0,1638 - 0,1646 g).

W  praktyce analitycznej najczeSciej wystarczy poda¢ wynik oznaczenia z
prawdopodobienstwem 95% - uzyskuje sie dzieki temu dos$¢ waskie przedziaty ufnosci, a ryzyko
popetnienia btedu jest i tak juz niewielkie. Nalezy jednak jeszcze raz podkresli¢, ze rzeczywista
zawarto$¢ zelaza moze byC zupetnie inna, jeSli w trakcie analizy pojawity sie duze btedy o
charakterze statystycznym.
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